
§ 1.  Алғашқы функция. Анықталмаған интеграл. 

             Анықтама 1. ( )xF  функциясы  ( )xf                     функциясының 

( )+− ,,ba    аралығындағы алғашқы бейнесі деп аталады , егер бір 

мезгілде келесі екі шарт орындалса: 

   1. ( )xF - ba,  аралығында дифференциалданса, 

   2. ( ) ( ) baxxfxF ,, = . 

 Егер )(xF  функциясы ba,  аралығында )(xf  функциясының алғашқы 

бейнесі болса, онда CxF +)(  (С-тұрақты сан) функциясы да осы аймақта  )(xf  

функциясының алғашқы  бейнесі болатыны айқын, себебі  

  ( ) )()( xfCxF =


+ .  

 Анықтама 2. ( )xf  функциясының ba,  аралығындағы барлық алғашқы               

бейнелерінің жиыны осы аралықтағы ( )xf  функциясының анықталмаған 

интегралы деп аталады және   

 dxxf )(    

символымен белгіленеді. 

 Мұндағы ''''   – белгісі интеграл таңбасы, dxxf )( – өрнегін интеграл 

астындағы өрнек, ал   )(xf  функциясын– интеграл астындағы функция деп 

атайды.  

 Егер   )(xf  функциясының ba,  аралығындағы алғашқы бейнелерінің 

біреуі )(xF  болса, онда  

   constCCxFdxxf =+= ,)()( .   

Мысал 1. ( ) 2xxf =  функциясын қарастырайық. Бұл функция - ( )+− ;  

аралығында дифференциалданатын  ( )
3

3x
xF =  функциясының туындысы. 
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xF =  функциясы  ( )+− ;  аралығындағы  ( ) 2xxf =   

функциясының  алғашқы бейнесі болады.  



Төмендегі суретте ( ) 2xxf =  функциясының  ( ) C
x

xF +=
3

3

  алғашқы бейнесінің 

1;0 −=C  жағдайдағы кескіндері келтірілген.  
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Мысал 2. 21)( xxF −=  функциясы 
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Анықталмаған интегралдардың негізгі қасиеттері. 

1. ( ) ( ) = dxxfdxxfd  - анықталмаған интегралдың дифференциалы табылады 

және ол интеграл астындағы өрнекке тең.  

( )( ) ( )xfdxxf =


  - анықталмаған интегралдың туындысы интеграл астындағы 

функцияға тең. 

2. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ==+= dxxfdxxFxdFCxFxdF ,  

3. ( ) ( )  ( ) ( )  = dxxgdxxfdxxgxf  -  

екі функцияның қосындысының (айырмасының) анықталмаған интегралы 

әрқайсысының анықталмаған интегралдарының қосындысына (айырмасына) 

тең. 



4.  ( ) ( )  0\, RAdxxfAdxxAf =  . 

Ескерту. 3 және 4 қасиеттері анықталмаған интегралдың сызықтық қасиеттері 

деп аталады. Бұл қасиеттердің теңдігін алғашқы бейнелерден құрылған 

жиындардың теңдігі ретінде түсіну керек, яғни, теңдіктің оң жағындағы кез 

келген функцияның сол жағындағы функциядан тұрақтыға ғана 

айырмашылығы бар. 

Интегралдарды табу үшін интегралдар кестесін білу қажет. Ол негізгі 

элементар функциялардың туындыларының кестесінен шығады. 

 

  Анықталмаған интегралдардың негізгі кестесі. 
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Мұндағы constC = . 

   Кестедегі кейбір теңдіктерге түсініктеме берейік. 
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0x  болғанда )(' xF  туындысын табайық: 
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Олай болса, 
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)( =  функциясы   0x  болғанда xxF ln)( =  функциясының 

туындысы, сол сияқты  0x  болғанда  )ln()( xxF −=  функциясының да 

туындысы болады. Нәтижесінде  
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Осы функцияның туындысын табайық. 

)1;1(−x үшін 
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Егер  ( )+ ,1x  болса, онда 
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Сондықтан   1\  Rx  үшін  
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Бұл теңдікті 
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қарастырайық. Бірінші жағдайда интеграл астындағы функция мен алғашқы 

бейнесінің анықталу облыстары R  нақты сандар жиыны болғандықтан, 
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Екінші жағдайды қарастырайық, 
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Бұл функцияның анықталу облысы: 
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 Осы функцияның туындысын табайық. Егер 1x  болса, онда 
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Сондықтан ( ) ( )+−− ;11; x  болғанда    
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Кестедегі 9, 10 формулаларда интеграл астындағы функцияның екі алғашқы 

бейнелері берілген. Бұл анықталмаған интегралдың анықтамасына қайшы 

келмейді. Себебі, бұл алғашқы бейнелердің бір-бірінен тұрақтыға ғана 

айырмашылығы бар. Мұны төмендегі суреттерден көруге болады. 
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Енді 9, 10,11, 12 формулалардың жалпы жағдайларын қарастырайық. 

9*.  =
− 22 xa
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мұнда −a кез келген оң сан, оны бөлімдегі түбірден шығарып, дифференциал 
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мұнда 0m  кез келген нақты сан; 
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теңдігін аламыз. 

Негізгі кесте бойынша анықталмаған интегралдарды табуға мысалдар 

келтірейік. Келесі мысалдарда берілген интегралдарды табу үшін  кестелік  

интегралдарға келтіре білу керек. Ол үшін келесі тұжырымдарға назар аудару 

қажет: интегралдау айнымалысын кез келген әріппен немесе өрнекпен 

белгілеуге болады, мысалы: 
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( ) ( )dxxfxdf '=  болғандықтан, дербес жағдайда, 
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сондықтан осы мысалдың  қорытынды жауабы: 
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мұнда 0x . 

 Мысал 8.   =
−12xx

dx
 

интеграл астындағы функция 0x  үшін анықталған, 2x -ты квадрат түбірден 

шығарамыз: 
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Мысал 9. 

( )
 =

+ 2

3
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Мысал 10.  
( ) =
+ xx

dx

1
 

анықталу облысын табамыз:  ( ) 01 + xx  теңсіздігін шешсек:  

 10: −= xxxX  
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Мысал 11.  =
+ xbxa
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2222 cossin

cossin
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Мысал 12.   =
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( ) xxx sincos2'cos1 2 −=+   екенін ескере отырып,  xx cossin2−  көбейткішін 

дифференциал астына енгіземіз де кестедегі 1. және 2.  пайдалансақ: 
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Мысал 13.      =xdxxcossin 5  

интеграл астындағы xcos   көбейткішін дифференциал астына енгіземіз, сонда 

интеграл астында xsin  - ке қатысты дәрежелік функция шығады: 
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Төмендегі мысалдарды жіктеу әдісімен тапқан дұрыс. 



Мысал 14.   ( ) =− dxxx
20

1  

бұл мысалда ( )xx −−= 11  арқылы жіктесек: 
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Мысал 15.  =
x

dx

sin
 

Алдымен интеграл астындағы xsin -ты жарты аргументтің формуласы 

арқылы түрлендіріп, сосын алымын да, бөлімін де 
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-ке көбейтіп, 
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Мысал 16. =
+


xchxsh

shxchxdx
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Бұл мысалда да интеграл астындағы функцияны түрлендіріп, дифференциал 

астына енгізу әдісін қолданамыз: 
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Мысал 17. =
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 dx
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мұнда интеграл астындағы функцияның алымынан да, бөлімінен де 2x -ті 

жақшаның сыртына шығарып, сосын алымындағы өрнекті дифференциал 
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сонда кестелік интегралға келеді: 
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Мысал 18. 
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2x -ті келесі түрде түрлендірсек:  

( ) ( ) 1121
22 +−−−= xxx  

онда интеграл: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )    +
−

−
−

=
−

+−−−
=

−
9998100

2

100

2

1
2

11

1121

1 x

dx

x

dx
dx

x

xx

x

dxx
 

( ) ( ) ( ) ( ) +
−

+
−

−
−

=
−

+ ,
199

1

149

1

197

1

1
999897100

C
xxxx

dx
1x  

 

Мысал 19. =+ dxxx 3 23 1  

интеграл астындағы dxx3 -ті келесі түрде түрлендірейік: 
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